Depreciacion probabilistica
y sus implicaciones para
la depreciacion de grupos’

Yuji ljiri & Robert Kaplan**

La depreciacion es el método de asignacion del costo depreciable (costo de ad-
quisicion menos valor de salvamento) de un activo a través de su vida de servi-
cio. Un activo alcanza el fin de su vida de servicio debido al deterioro fisico y
dafo o debido a la obsolescencia técnica. El gasto de depreciacion asignado al
final de un periodo debe reflejar la parte del servicio potencial total que ha ex
pirado durante el periodo'. Si se espera que el servicio de un activo sea distribui-
do uniformemente a través de su vida sin deteriorarse, se utiliza la depreciacion
de linea recta; este método asigna una cantidad igual cada afio durante la vida
del activo. Si se espera que el servicio del activo se deteriore durante su vida, los
métodos de depreciacion acelerada se utilizan para asignar mayores gastos a los
primeros afios de la vida del activo.

Claramente, la vida de servicio de un activo es un factor crucial para compu-
tar la depreciacion. Sin embargo, rara vez ésta se conoce anticipadamente con
certeza. La depreciacién generalmente se estima con base en la vida promedio
de activos de la misma clase o activos similares que ha sido utilizados en el pa-
sado. En los métodos de depreciacién convencionales, el gasto de depreciacion
para cada periodo esta basado tnicamente en el promedio estimado de la vida
de servicio. En este documento, nosotros mostramos que incluso si los méto-
dos de depreciacion acelerada son utilizados o no, los métodos de depreciacion
convencional generalmente conducen a una subdepreciacion en los primeros
periodos de la vida de un activo, comparada con un método mas exacto en el
que la depreciacion es computada para cada posible vida de servicio del activo
y luego calculado el promedio. Si se calcula el promedio antes o después de
que los gastos de depreciacion sean obtenidos, se puede crear una diferencia
significativa en los patrones de depreciacion sobre la vida del activo, como lo
veremos en este documento. Por conveniencia, llamaremos al método con-
vencional depreciacién Deterministica, y al método propuesto depreciacion
Probabilistica.

Para una sencilla ilustracion de nuestro punto, vamos a considerar tres maqui-
nas de un tipo idéntico cuyas vidas de servicio son uno, dos y tres afos, res-
pectivamente, que proporcionan un servicio uniforme durante sus vidas. Si el
costo depreciable de cada maquina es $1.000, depreciariamos en el primer afio
$1.000 para la maquina con un afio de vida, $500 para la maquina con dos
afios de vida y $333 1/3 para la maquina con tres aios de vida, para un total
de 1.833 1/3. Los gastos de depreciacion para el segundo y el tercer periodo son
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Tun concepto alternativo de de-
preciacion consiste en reflejar la
disminucién en el valor de mer-
cado del activo durante el pe-
riodo. Sin embargo, la discusion
en este documento no depende
de un concepto particular de
depreciacién: ésta sdélo requie-
re que el concepto esté bien
establecido. Por consiguiente,
para propdsitos ilustrativos,
concentraremos nuestro ana-
lisis Unicamente en el servicio
potencial consumido.
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obtenidos similarmente, siendo $833 1/3 y $333 1/3,

respectivamente.

Este cdlculo estd, por supuesto, basado en el supuesto
de que la vida de servicio de las maquinas es conocida
anticipadamente con certeza. Sin embargo, suponga-
mos que hace tres afos compramos tres maquinas y
observamos que sus vidas eran uno, dos y tres afos,
respectivamente. Supongamos ademas que ahora com-
pramos una nueva maquina del mismo tipo. A menos
que exista una razén para creer que el patron de vida
de servicio de la nueva maquina seria diferente del de
las viejas maquinas, esperaremos que la nueva maquina
tenga una igual probabilidad de servir uno, dos y tres
afios. Entonces, la vida de servicio promedio de esta
nueva maquina seria estimada en dos afos, y segtin el
método Deterministico podriamos depreciar $500 en
cada uno de los primeros dos afios de servicio.

Sin embargo, de acuerdo con el método de deprecia-
cion Probabilistica, calculamos los gastos de depre-
ciacion para el primer afio segiin cada posible vida de
servicio. Si la maquina logra durar sélo un afo, depre-
ciariamos $1.000 en el primer afno. Si la maquina lo-
gra durar dos afios de servicio, depreciariamos $500 en
cada uno de los primeros dos afios. Si la maquina logra
durar tres afos de servicio, depreciariamos $333 1/3
en cada uno de los tres afios. Dado que cada evento es
igualmente probable que ocurra, el servicio potencial
esperado que expirard en el primer afio es obtenido to-
mando el promedio de las tres cifras, es decir: ($1.000
+ $500 + $333 1/3)/3 = 611 1/9. La tabla 1 muestra
los calculos para los gastos de depreciacion para cada
uno de los tres anos bajo los métodos Deterministico
y Probabilistico.

TABLA1
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La diferencia en la depreciacion acumulada segtin los
dos métodos también se presenta en la grifica 1. De-
bido a los altos gastos de depreciacion en los primeros
periodos, la depreciacion acumulada es mayor bajo la
depreciacion Probabilistica que bajo depreciacion De-
terministica. Mientras que el activo es totalmente de-
preciado al final de la vida promedio estimada bajo
la depreciacién Deterministica, no ocurre lo mismo al
final de la mas larga vida posible del activo bajo depre-
ciacion Probabilistica. Por tanto, la depreciacion acu-
mulada bajo el método de depreciacion Deterministica
excede la obtenida bajo el método de depreciacion Pro-
babilistica en algtin punto antes del fin de la vida pro-
medio estimada?.

En el apéndice 1 probamos que para cualquier méto-
do de depreciacién donde la depreciacion del primer
afo disminuye a una tasa decreciente, la depreciacion
del primer afio es siempre mayor bajo depreciacion
Probabilistica que bajo depreciacion Deterministica,
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2 En este documento no consideramos revisar los gastos de depreciacién como resultado de los cambios en las estimaciones de la vida
de servicio esperada o en la distribucién de probabilidad de las vidas de servicio, que pueden ser experimentadas segun la manera
como son utilizados los activos. Este tema sera discutido en un documento posterior.



sea cual sea la distribucion de probabilidad de la vida
de servicio. Los tres métodos de depreciacion mas co-
munmente utilizados -a saber, el método de linea rec-
ta, el método de la suma de los digitos de los afios,
el método del doble saldo decreciente- tienen todos
esta propiedad. Ademas, probamos que, para cual-
quier método de depreciacion que satisface la ante-
rior condicion y para el que el gasto de depreciacién
anual no esta incrementando durante la vida de ser-
vicio, la depreciacién acumulada bajo la depreciacion
Probabilistica excede la depreciacion Deterministica
hasta cierto punto en el tiempo. Después de tal pun-
to la ultima llega a ser mayor que la primera durante
la vida de servicio restante. El punto particular en el
tiempo en el que los dos métodos se cruzan depende
de la distribucion de probabilidad de la vida de servi-
cio y del método de depreciacién particular adoptado
(acelerado o no acelerado).

Es posible obtener un indicador cualitativo de los fac-
tores que afectan las diferencias entre los gastos de
depreciacion bajo los métodos de depreciacion Proba-
bilistica y depreciacion Deterministica. Tomaremos
como ejemplo el método de linea recta, aunque la con-
clusiéon puede ser generalizada al método de la suma de
los digitos de los afios y al método del doble saldo de-
creciente. Por el método de linea recta, el gasto de de-
preciacion en el primer afio puede ser expresado como
una funcion de la vida de servicio como se muestra en
la gréfica 2.
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De acuerdo con el método de depreciacion Determi-
nistica, la vida de servicio promedio se calcula prime-
ro (es decir, cuatro afios) y luego se obtiene el gasto de
depreciacion (es decir, el punto A); mientras que de
acuerdo con el método de depreciacion Probabilistica,
los gastos de depreciacion para cada posible vida de
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servicio son calculados (es decir, 2-6 afos con igual
probabilidad) y luego se obtiene el promedio de los gas-
tos (es decir, el punto B). Segun la grafica 2, es eviden-
te que la diferencia en los gastos de depreciacion bajo
las dos politicas (a saber, B-A en la grifica 2) depende
de dos factores. Uno es la vida de servicio esperada y
el otro es el rango de posibilidades de la vida de servi-
cio. Si la vida esperada de servicio llega a ser mayor, la
diferencia en los gastos de depreciacion llega a ser mas
pequefa (véase la diferencia entre B y A, B - A").
También, si el rango de posibilidades de la vida de ser-
vicio llega a ser mas pequeno (es decir, la distribucion
de las posibilidades de vida util se concentra més alre-
dedor de la vida de servicio esperada), la diferencia en
los gastos de depreciacion llega a ser mas pequena (véa-
se la diferencia B” - A comparada con B - A).

Por ejemplo, para una maquina con una vida de ser-
vicio de 3, 4, 5, 6 6 7 afios, cada una con una igual
probabilidad de ocurrencia, el gasto de depreciacion
en cada afio para los primeros tres afios bajo depre-
ciacion de linea recta Probabilistica es el promedio de
L L L L, L 621,9%, mientras que la misma bajo
d?ep4reéizt6ci(')n7 de linea recta Deterministica es 20%,
puesto que la vida de servicio promedio es cinco aios.
Esto crea aproximadamente un error del 10%. De otro
lado, para una mdquina con la misma distribucion,
pero una vida de servicio esperada mayor, por ejem-
plo, 8, 9, 10, 11 ¢ 12 afos, cada una con igual pro-
babilidad de ocurrencia, el gasto de depreciacion en
cada uno de los primeros ocho afos de acuerdo con
el método de depreciacion de linea recta probabilisti-
ca es ;7 ;7 # L /5 10.2% comparado con 10%
bajo el método de depreciacion de linea recta Determi-
nistico, creando solo un error de 2,0%. Sin embargo,
la diferencia es incrementada si aumentamos las po-
sibles vidas de servicio, por ejemplo, cinco afios, con
igual probabilidad de ocurrencia. Por tanto, el método
de depreciacion de linea recta Probabilistica ahora nos
da L L .. L A1 1i2upara los primeros cinco afos,
mientras que de acuerdo con el método de deprecia-
cion de linea recta Deterministico nos da el mismo
10%, puesto que la vida de servicio esperada no cam-

bia. La tasa de error ahora aumenta a mas del 10%.

En general, este comportamiento puede ser explicado
al reconocer que dado que la vida de servicio espera-
da incrementa y el rango de esta vida de servicio espe-
rada disminuye, la funcion que computa el gasto de
depreciacion bajo el método de depreciacion Probabi-
listica puede ser aproximada por una funcion lineal de
la vida de servicio. Recordemos que la diferencia entre
el método de depreciacion Probabilistico y el Deter-
ministico se origina debido a la diferencia cuando se
computa la esperanza. Si la funcién cuya esperanza es
tomada, pero es lineal, la esperanza de la funcién igua-
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la la funcion de los valores esperados y los dos métodos
darén resultados similares.

Por consiguiente, puede ser que consideremos la con-
vencional depreciaciéon Deterministica una aproxima-
cion a la mas exacta depreciacion Probabilistica, cuya
aproximacién es satisfactoria cuando la vida de servi-
cio esperada es grande y las posibles vidas de servicio
se concentran mas alrededor de la vida de servicio es-
perada. Si estas condiciones no se mantienen, debemos
hacer una estimacién de la distribucion de probabili-
dad de las vidas de servicio, con el fin de utilizar la
depreciacion Probabilistica, de modo que los servicios
previstos consumidos en cada periodo puedan ser re-
flejados mds exactamente.

Distribuciones empiricas

En la practica, puede ser dificil obtener estimaciones
de la probabilidad p, i 1,2,..,n de la vida de servi-
cio que es igual a i periodos’. Sin embargo, una aproxi-
macién a la distribucion de la vida de servicio puede
ser posible asumiendo una forma dada para la distri-
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bucién de probabilidad, de modo que solo uno o dos
parametros especifiquen toda la distribucion.

Por ejemplo, si se espera que la distribucion actual sea
simétrica alrededor de la vida de servicio promedio,
una aproximaciéon por la distribucion normal puede
ser satisfactoria (véase la grafica 3a). Esta aproximacion
solo requiere una estimacion de la media y la varianza.
Alternativamente, si se espera que el nimero de retiros
para cada periodo en un intervalo sea relativamente
constante, una distribucion rectangular puede ser uti-
lizada para el intervalo (véase grafica 3b). Esta también
requiere especificar dos valores: el limite superior y el
inferior de la distribucién. Si se espera que la distri-
bucién actual sea sesgada hacia los ultimos periodos,
una distribucién Poisson puede proporcionar una bue-
na aproximacién (véase grafica 3c). Si se espera que la
probabilidad de retiro en cualquier periodo sea una
constante, independiente de la edad del activo, una dis-
tribucion geométrica puede ser util (véase grifica 3d).
La distribucién Poisson solo requiere una estimacion
de la vida esperada, y la distribucion geométrica sélo
requiere una estimacion de la probabilidad de retiro
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3 Un estudio de las caracteristicas de la mortalidad de la propiedad fisica es descrita en Edwin B. Kurtz, Life expectancy of physical
property (Ronald Press, 1930). El apéndice 3 resume algunos de los resultados de este estudio.



(constante) en cada periodo para determinar completa-
mente la distribucién. La eleccion de una distribucion
particular para calcular la depreciacion Probabilistica
debe hacerse solo después de un estudio cuidadoso de
las vidas de servicio de los mismos activos o activos si-
milares utilizados en el pasado.

Para lograr una mejor idea de las diferencias entre la
depreciacion Probabilistica y la Deterministica en la
practica, consideramos el caso donde la vida de servi-
cio de un activo tiene una distribucion Poisson®. Deje-
mos que DD(i,L) sea el gasto de depreciacion para el
aflo [ para un activo con una vida de servicio esperada
de L afos bajo el método de depreciacion Determinis-
tica, y dejemos que DD(i,L) sea la misma cantidad bajo
el método de depreciacion Probabilistica®. Sabemos de
la discusion en la seccion 1 que DP(1,L) > DD(1,L);
por tanto, [DP (1,L) — DD(1,L)]/ DD (1,L) nos da el
porcentaje de incremento en el primer afio de depre-
ciacion si se usa la depreciacion Probabilistica en lugar
de la Deterministica. La columna 2 en la tabla 2 nos
da el porcentaje para los valores de la vida de servicio
esperada que se extiende desde los 2 hasta los 11 afos.
La columna 3 indica el ultimo afio en el que el gasto
de depreciacion bajo depreciacion Probabilistica exce-
de éste bajo depreciacion Deterministica. Puede verse
que para aproximarse a la media de la vida de servicio
esperada, el método Probabilistico genera un gasto de
depreciacion mds alto que el método Deterministico,
acelerando de este modo la depreciacion en los prime-
ros anos. La depreciacién acumulada es mayor bajo el

TABLA 2
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método Probabilistico que bajo el método Determinis-

tico hasta e incluyendo el afio dado en la cuarta colum-
na de la tabla 2.

De esta tabla podemos ver que con nuestros supuestos
de depreciacion de linea recta y la distribucién Poisson
de las vidas de servicio, el uso del método Determinis-
tico subestima considerablemente la verdadera depre-
ciacion en los primeros afios de servicio del activo.

Depreciacion en grupos

Nuestra discusion ha estado limitada al uso de la depre-
ciacion Probabilistica para la depreciacion de activos
individuales. Sin embargo, la depreciacion de grupos
es una importante drea donde esta idea puede ser apli-
cada inmediatamente, puesto que los datos necesarios
para estimar la distribucién de probabilidad de las vi-
das de servicio estan generalmente disponibles™.

En la depreciaciéon de grupos, todos los items con ca-
racteristicas similares se agrupan juntos en un solo
grupo de activos. Las ganancias o pérdidas del retiro
de items individuales no son reconocidas, pero pue-
den ser adicionadas o sustraidas a la depreciacion
acumulada, que es llevada para todos los activos en
el grupo. Tales ganancias o pérdidas son reconocidas
solo cuando todos los activos en el grupo son retira-
dos completamente.

Una justificacion principal para el uso de un método
para el grupo es que incluso items idénticos en el mo-

1 2 3
DP(1,L)-DD(1,L)
DD(1,L)

Vida de Servicio
Esperada (L)

i mas grande con

4

J mas grande con

DP(i, L)>DD(i, L) Zj:DP(i, L)> iDD (i, L)

0,26
0,30
0,27
0,23
0,29
0,16
0,14
0,13
0,11
0,10
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* De hecho, la distribucién Poisson proporciona una excelente aproximacion a las curvas de mortalidad descritas en Kurtz (véase

apéndice 3).

> Puesto que la distribucion Poisson es especificada por un solo parametro, el gasto de depreciacién Probabilistica en cualquier afio
puede ser considerado como una funcién Unicamente de la vida esperada. Esta funcidn es, por supuesto, considerablemente mas

compleja que la del método Deterministico.

%2 para una discusion de la depreciacion de grupos, ver Eugene Grant y Paul Norton, Depreciation (Ronald Press, 1949).
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mento de la compra (es decir, camiones de una flota,
unidades de aire acondicionado para una planta o para
un motel) tendran una vida de servicio actual diferente
debido al envejecimiento probabilistico o a un proce-
so fallado. Luego, mas que llevar una cuenta separada
para cada uno de estos items y depreciar con base en
la vida de servicio esperada, considerables ahorros en
la teneduria son logrados al agrupar tales items en una
sola cuenta de activo.

Los gastos de depreciacion para la depreciacion de un
grupo son calculados con base en las curvas de morta-
lidad de un grupo de activos. Estas curvas dan la pro-
porcion de articulos que se esperan sean retirados en
un periodo dado. Haciendo la asociacion natural entre
la proporcion retirada en un periodo y la probabilidad
de retiro para un solo articulo se obtiene la probabili-
dad de la vida de servicio, P, la probabilidad de que
un retiro ocurra en el periodo i. Sin embargo, quizas
debido a la carencia de un modelo que considere ex-
plicitamente la depreciacién para activos con vidas de
servicio probabilistica, la informaciéon probabilistica
detallada disponible de tales curvas de mortalidad no
ha sido explotada en la depreciacién convencional de
grupos®. Ademas, la vida de servicio esperada es calcu-
lada ponderando el periodo de falla con la proporcion
esperada de falla en tal periodo y usando esta cifra
como una base para la depreciacion del grupo.

Por ejemplo, consideremos las tres maquinas mencio-
nadas en la seccion anterior, donde las probabilidades

de falla en el primer, segundo y tercer afio son iguales
a ¥/3. Segun la convencional depreciacion de un grupo,
la vida de servicio promedio es calculada en dos afios
y, por tanto, 50% del costo de depreciaciéon de las m4-
quinas que estian ain en servicio al comienzo del afio
es asignada al afio. La tabla 3 muestra los gastos de
depreciacion para los tres afios. Seguin la depreciacion
Probabilistica, los gastos de depreciacion son calcula-
dos como se muestra en la tabla 4.

Comparando las graficas en las tablas 3 y 4, facilmen-
te puede verse que la depreciacion convencional de
grupos termina en una subdepreciacion para todos
los periodos hasta la vida maxima de servicio. (Para el
caso de una sola maquina, la depreciacién acumulada
segin el método de depreciacion convencional llega a
ser mayor que bajo el método Probabilistico en algun
punto antes del final de la vida de servicio promedio
estimada como se muestra en la grifica 1, pero esto
no ocurre en el caso de la depreciacion de grupos).
En el apéndice 1 mostramos que si el comportamien-
to real de las fallas de la maquina sigue el comporta-
miento esperado, la depreciacién acumulada bajo el
método convencional es siempre menor que o igual
a ésta bajo el método Probabilistico para la deprecia-
cion de linea recta.

Con el fin de ilustrar el punto anterior con un ejem-
plo un poco mds complicado, vamos a considerar
cien maquinas idénticas con un costo depreciable de
$1.000 cada una. La historia reciente de mdquinas

TABLA 3
Numero de
Magquinas en Depreciacié
Aiio Servicio al Depreciacion epreciacion
. Acumulada
Comiezo del
Afio
1 3 1,500 1,500
2 2 1,000 2,500
3 1 500 3,000
TABLA 4
Gastos de Depreciacion para Maquinas con un Vida  Depreciacion Depreciacion
Afio de Servicio de Anual Acumulada
1 2 3
1 $1,000 $ 500 $3331/3 $1,8331/3  $1,8331/3
2 500 333173 833 1/3 2,666 2/3
3 333173 333173 3,000

6 Un método similar al propuesto en esta seccidon ha sido considerado antes. Ver Edwin B. Kurtz, The science of valuation and depre-
ciation (Ronald Press, 1937); Gabriel Preinreich, “The practice of depreciation,” Econometrica, (julio, 1939); Robley Winfrey, Deprecia-
tion of group properties, (Iowa State College Bulletin 155, 1942); Gabriel Preinreich, "Review of depreciation of group properties,” the
accounting review, (abril, 1944); Bradford F. Kimball, “The failure of unit-summation procedure as a group method of estimating de-
preciation,” Econometrica, (1945). Este método parece haber sido descartado debido al fracaso en reconocer el modelo Probabilistico
subyacente. Los autores asumieron que los items fallarian precisamente como las curvas de mortalidad indicaban, y que por lo tanto
era importante identificar con anticipacidn cuales items fallarian en cada afio.



similares muestra la distribucion de las vidas de ser-
vicio segtin se presenta en la tabla 57. Asumiendo que
el retiro ocurre solo al final del afio indicado, la vida
de servicio promedio es calculada en cinco afos. Por
tanto, la depreciacién de grupos convencional, 20%
del costo depreciable de las maquinas que estin en
servicio durante el afio, es asignada al afio. Esto tam-
bién se muestra en la tabla 5.

De acuerdo con el método Probabilistico, los gastos de
depreciacion son calculados como se muestra en la ta-
bla 6. De nuevo, al comparar la columna de la depre-
ciacion acumulada en las tablas 5 y 6 puede verse la
depreciaciéon de grupos convencional subvalorada con
relacion al método Probabilistico.

INNOVAR

Conclusiones

En este documento hemos anotado que la depreciacion
convencional, con base en la vida de servicio esperada,
es una aproximacion a la depreciacién Probabilistica,
que es tedricamente mds exacta. La aproximacion es
buena solo cuando la vida de servicio esperada es re-
lativamente larga y las posibles vidas de servicio estan
concentradas alrededor de la vida de servicio espera-
da. Cuando esto no es verdad, debe hacerse un esfuer-
zo para estimar la distribucion de probabilidad de las
vidas de servicio y calcular los gastos de depreciacion
utilizando el método Probabilistico, de modo que gas-
tos de depreciacion mas exactos reflejen el consumo
actual de los servicios de los activos.

TABLA 5
1 2 3 4 5 6
, . Gasto de L,
o 1“;”;;?::;55103 Vidas Totales Items en Servicio Depreciacion DAepreCI;zc[llon
o (1) X (2) Durante el Ao ((4)X1,000X20%) cumutada
(000 omitido) (000 omitido)

1 3 3 100 20,0 20,0

2 9 18 97 19,4 39,4

3 15 45 88 17,6 57,0

4 25 100 73 14,6 71,6

5 14 70 48 9,6 81,2

6 10 60 34 6,8 88,0

7 8 56 24 4.8 92,8

8 6 48 16 3,2 96,0

9 4 36 10 2,0 98,0

10 3 30 6 1,2 99,2

11 2 22 3 0,6 99,8

12 1 12 1 0,2 100,0

100 500 100,0
+ 100
Vida 5
Promedio
TABLA 6
GASTOS DE DEPRECIACION POR MAQUINAS RETIRADAS AL FINAL DEL ANO
Gasto de Depreciacion
Ario 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Depreciacion — Acumulada
1 3 4,50 5,00 6,25 2,80 1,67 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 26,12 26,12
2 4,50 5,00 6,25 2,80 1,67 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 23,12 49,24
3 5,00 6,25 2,80 1,67 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 18,62 67,86
4 6,25 2,80 1,67 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 13,62 81,48
5 2,80 1,67 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 7,37 88,85
6 1,67 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 4,57 93,41
7 1,14 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 2,90 96,32
8 0,75 0,44 0,30 0,18 0,08 1,76 98,08
9 0,44 0,30 0,18 0,08 1,01 99,09
10 0,30 0,18 0,08 0,57 99,65
11 0,18 0,08 0,27 99,92
12 0,08 0,08 100,00
R T T )

6 4 3 2 1 100

7 Este ejemplo es tomado de Myron J. Gordon y Gordon Shillinglaw, Accounting: A management approach, Third Edition (Richard D.

Irwin, Inc., 1964) pp. 350-352.
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Apéndice 1

Definamos P, como la probabilidad de que el activo
sera retirado al final del i-¢simo afio. (Asumiremos que
el activo sélo es retirado al final del afio). Dejemos que
n sea el nimero entero mas grande i para el que P, es
positivo, de tal modo que 7 es la maxima vida posible
del activo. Entonces, por definicion,

p,z i=1,2,...,n-1
p,>0 y (1

ipi =1.
i=1

Dejemos que /1, sea la tasa de servicio proporcionado
por el activo en su i-ésimo afio en servicio respecto al
servicio total proporcionado durante su vida, dado que
su vida es j afios. Puesto que la depreciacion esta basa-
da en el consumo de los servicios del activo, hij también
puede ser interpretado como la proporciéon del costo
depreciable a ser depreciado en el afo i-ésimo si la vida
de servicio es j afios. Entonces, si el servicio se distribu-
ye uniformemente, tenemos que

hy=1/j @

mientras que si la vida de servicio declina linealmente,
llegando a cero al final de su vida, tenemos el familiar
método de la suma de los digitos de los afios con:

hy = (+1=0)/(G (+1)/2). )
procederemos, aunque en un caso general con hij suje-
to Unicamente a:

hy 20

I<i<j<ny
“4)

[\Q\

2 . j=12,...,n,
de tal modo que los resultados obtenidos tendran el

maximo nivel de generalidad.

Con los métodos convencionales, la vida esperada de
un activo, L, se obtiene de

L= iipi. )

En la prictica, L se aproxima al nimero entero mas cer-
cano, pues muchos métodos de depreciacion conven-
cionales se determinan para vidas enteras. Con el fin
de evitar complicaciones adicionales que se originen en

el andlisis de considerar tales efectos de aproximacion,
en esta seccion trataremos solo con las distribuciones
de probabilidad que generan valores enteros para las
vidas de servicio esperadas. Un caso mas general serd
discutido en el apéndice 2.

Entonces, la tasa de depreciacion en el afio i bajo el mé-
todo convencional esta dada por &, y la depreciacion
acumulada al final del afo k(k< L) es

k
th ’

i=1

Con el método Probabilistico propuesto, la deprecia-
cién para cada afio es computada para cada posible
vida del activo, ponderada por la probabilidad de tal
vida del activo y sumada para todas las posibles vidas
del activo. Entonces, la tasa de depreciacion en el afio
i-ésimo esta dada por

Zhijpi
=

Por consiguiente, la depreciacion acumulada al final
de afo k-ésimo (1 < k < n) esta dada por

k n
Z th-fpj

=l j=l

Observe que
k n

k n
Z Z’%-P_/ :Z;‘plehi/ =1
i= j=

=1 j=1

de modo que el activo estard completamente deprecia-
do si éste dura toda su vida maxima.

Con el convencional método Deterministico, el pri-
mer afo de depreciacion estd dado simplemente por
h,, donde L es la vida de servicio esperada. Segtn el
método Probabilistico propuesto, el primer aio de de-

preciacion es
n
2 hp;
J=1

Ahora mostramos que bajo restricciones débiles y que
se cumplen frecuentemente sobre h,, el primer afio de
depreciacion computado por el convencional méto-
do Deterministico es siempre menor que el computa-
do por el método Probabilistico propuesto, sea cuales
sean los métodos de depreciacién que son utilizados.
Con el fin de obtener este resultado, necesitamos

Lema 1: (Desigualdad de Jensen)® Si f(x) es una fun-
cion estrictamente convexa de x, entonces Ef(x)>f(Ex)

8 Ver William Feller, An introduction to probability theory and its applications, Volume II (John Wiley and Sons, Inc., 1960) pp. 151-

152.



con igualdad solo para el caso en el que la funcién de
distribucion de probabilidad estd concentrada en un
Unico punto.

Prueba: Si f es una funcion convexa de x, entonces en
cada punto P= (2;, f (x)) sobre el grafico de f existe
una linea de soporte [ pasando a través de P tal que el
grifico de f esta totalmente por encima de O en I Por
tanto, si A es la pendiente de / tenemos que

F()zfE)+r(x-8),

Y, por consiguiente, f(x) es una funcion estrictamen-
te convexa, manteniendo la igualdad solo para x =€.
Con una distribucién de probabilidad arbitraria en el
dominio de f; elegimos & = E(x). Tomando la espe-
ranza en * obtenemos Ef (x)2 f (E(x)).

Dado que la igualdad en * sélo se mantiene para
x=¢&, teniendo una distribucién de probabilidad
con una media mayor que O sobre los puntos con
excepcion de x=& es suficiente para garantizar que

Ef (x)z f(E(x))

Teorema 1: Si h es una funcidn estrictamente convexa
de j, entonces

Zhl‘/‘pj 2hy,
=

con una igualdad para las distribuciones degeneradas
en las que la funcion de distribucion de la probabili-
dad estd concentrada en un tnico punto.

Prueba: Dejemos que h sea la funcién que asigna el
primer afio de deprec1ac1on a un activo con una vida
de janos. Entonces, si i, es una funcion estrictamen-
te convexa de la variable j, tenemos del Lema 1 que

Eh, =Y hp,= hpry = My
Jj=1

con una igualdad que se mantiene solo si p; =1 para
cualquier j.

Notemos que para la depreciacién de linea recta
1/j y para la suma de los digitos de los afos
(2/j+1), que son convexas en j. La &, ; para el mé-
todo del doble saldo decreciente es 2/}, que es también
convexa en J.

i

Con el fin de obtener una mayor caracterizacion de
la trayectoria de la depreciacion acumulada bajo
los métodos de depreciacion Deterministico y Pro-
babilistico, introduciremos el concepto de conca-
vidad discreta. Una funcion f(j) definida sobre los
enteros 0, 1, 2, .., n, ..., es discretamente convoca si

BSU)+(A-B) S ()< s (Bji+(1-B)j)

INNOVAR

para todo B€[0.1] donde Bj,+(1-PB)/, es un en-
tero. Una condicién suficiente para la concavidad dis-
creta es que

Lr G- D]-Lr D= G-D]=rG+1)=27 )+ f(G-1)<0
para todo j= 1, 2, ... . Esta es una version discreta de
la familiar propiedad de las primeras diferencias de-
crecientes de las funciones céncavas continuas. Para
nuestros propositos, f(j) para j=0, 1, ..., n es la depre-
ciacion acumulada después de j afios, aunque para j =

n+l, n+2, ..., f(j)=f(n).

También necesitamos asumir que el servicio consumi-
do en un afio es funcion no creciente de la edad de tal
modo que h,>h,, para todo i=1, ...., n. Este supuesto
se satisface en la practlca con los metodos de deprecia-
cién comun, como los métodos de linea recta, suma de
los digitos de los afos y doble saldo decreciente.

Teorema 2: Si h, > h,, parai=1, ..., j; j=1, .. n, la de-
preciacion acumulada después de k anos (1 <k<n)
bajo el método Probabilistico,

k

> th/pj’
Jj=i

i=1

es una funcion discretamente concava de k para

k=1,2,..,n
Prueba:

k+1 n n

Z zht/p 22 Zh'/p/ +Z Zh'/p/ Z hk+1 /p thj

=l j=1 =l j=1 =l j=1 J=k+1
= z (hk+l,/‘ —hy )P‘/- —hupy
Jj=k+1

< 0.

Es facil de obtener un resultado similar para el método
Deterministico como se muestra en el

Teorema 3:Sih, > h, ,  parai=1, .., L, la depreciacion
acumulada despues de k afios (1< k < L) bajo el méto-
do Deterministico, .

S

es una funcién discretamente céncava de k.

Prueba:
kel k-1

ZhZ

L= hkL + hk+l,L - thL

k+1,L _hkL <0-

Las conclusiones de los tres teoremas permiten compa-
rar la trayectoria de la depreciacion acumulada bajos
los métodos de depreciacion Probabilistica y Determi-
nistica, como se ilustra en la grafica 4.
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Grafica 4
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La depreciacién acumulada bajo el método Probabi-
listico excede inicialmente la misma bajo el método
Deterministico, reflejando el gasto creciente en los pri-
meros aios (teorema 1). Mientras que bajo el método
Deterministico, el activo es completamente depreciado
hasta el final de los L afios, bajo el método Probabilis-
tico el activo no es completamente depreciado hasta el
final de n(>L) anos; las dos trayectorias se intersecan
en algiin afio menor a L. La concavidad demostrada en
los teoremas 2 y 3 asegura que las trayectorias tienen
la forma general indicada y que las trayectorias solo se
cruzan una vez.

En el caso de la depreciacion de grupos, la tasa de de-
preciacion para el método Probabilistico es idéntica a
aquella utilizada para el caso de un solo activo. La tni-
ca diferencia es que el costo depreciable esta basado
en todos los items del grupo de activo en lugar de un
solo activo.

Sin embargo, el esquema para la depreciacion de gru-
pos convencional difiere, en cierto modo, del caso de
un solo activo. Para la depreciacion de linea recta con
una vida de servicio esperada de L afios, la tasa en el i-
ésimo afo estd dada, como se menciono antes, por 1/L.
Ahora, esta tasa es aplicada soélo para aquellos activos
que estuvieron en servicio al comienzo del i-ésimo afo.
Por consiguiente, la trayectoria de depreciaciéon actual
bajo el método de grupo convencional es una funcion
del patron actual de retiros que ocurra. Para propdsi-
tos de comparacion, consideremos un patron tipico en
el que el niumero actual de retiros en cada afo corres-

ponde al numero esperado. En la practica, se puede
esperar que la trayectoria actual fluctte alrededor de
esta trayectoria tipica.

Entonces, si comenzamos con N items, cada uno con
un costo depreciable de C, el niumero esperado de ite-
ms aun en servicio al comienzo del i-ésimo afo esta
dado por

Nij parai=1,...,n.
J=i

Por tanto, el gasto de depreciacion bajo el método de
linea recta Deterministico en el i-ésimo afio esta dado

por n
(N C/L )Z p;
=i

y la depreciacion acumulada después de k afios es

(NC/L)Y. 3o,

=1 j=i

Para k=n tenemos la depreciacion acumulada igual a

J

(NC/LYY, 3 p, =(NC/L)Y p, Y (1)=NC,

=l j=i Jj=i i=1

de tal modo que el grupo de activos es completamente
depreciado sélo hasta el final de la vida maxima de ser-
vicio. El método utilizado en la prueba de los teoremas
2 y 3 muestra que

ko

2 2p

i=l =i
es una funcion concava de k, y sabemos por el teorema
1 que el primer afio de depreciacion bajo el método
Probabilistico excede la misma bajo el método Deter-
ministico. Dado que dos funciones céncavas no idénti-

cas solo pueden ser iguales en dos puntos (aqui k=0'y
k=n), tenemos que

Teorema 4: Si en la depreciacion de grupos bajo linea
recta el nimero actual de retiros iguala el nimero es-
perado, la depreciacién acumulada bajo el método
Probabilistico es siempre mayor que la depreciaciéon
acumulada bajo el método Deterministico hasta el fi-
nal de la vida méxima de servicio posible cuando la de-
preciacion acumulada bajo ambos métodos es igual.



Apéndice 2
Activos con vida de servicio continua

A través del analisis hemos asumido que los activos
Unicamente son retirados al final del afio. El analisis se
extiende directamente a la situacion en la que los acti-
vos pueden ser retirados al final de cualquier intervalo
fijo, tal como un mes, seis meses, etc. En este caso, p,
es la probabilidad de que el activo sea retirado al final
del i-ésimo intervalo de tiempo.

El limite de tomar intervalos de tiempo mas finos y
mas finos puede ser conseguido al considerar un pro-
ceso de depreciaciéon continuo en el que la vida de
servicio esperada puede tomar cualquier valor sobre
la recta de los reales positivos. De esta manera, inclu-
so aunque los gastos de depreciacién serian compu-
tados en intervalos de tiempo discreto, deseariamos
considerar el problema de los activos con distribucio-
nes de vida de servicio continua, de tal modo que los
items puedan ser retirados en cualquier tiempo den-
tro del intervalo de tiempo. En este caso, definimos
h(x,y) > 0 para 0 < x <y como la tasa a la que la vida
de servicio esta siendo gastada en el punto del tiempo
x, dado que la vida de servicio total es y. Normaliza-
mos A(x,y) de tal modo que J- h(x y)dx = 1. Paraun
activo que proporciona un servicio uniforme durante
su vida de servicio i(x,y) = 1/y mientras que para un
servicio que se deteriora linealmente A(x,y) = 2(1-x/y).
La depreciacion acumulada en el punto del tiempo
z(0 < z < y) para un activo con una vida de servicio de
y estd dada por J: h(x,y)dx.

La vida se servicio ahora puede ser caracterizada
por una funcion de densidad continua f(y), donde

F(Z)_I f(y)dy es la probabilidad que la vida de

servicio esperada s€a menor o 1gual acz.

De acuerdo con estos supuestos, la depreciacion acu-
mulada en el punto del tiempo z utilizando el mé-
todo de depreciacion Probabilistico esta dada por
D (Z)—I dxj h(x,y)f (»)dy. El método de depre-
ciacion Deterministico primero obtiene la vida de
servicio esperada, L, de L= % yf (v)dy y computa la
depreciacion con base en L. Entonces la depreciacion
acumulada Deterministica en el punto del tiempo z
esta dada por:

D, (z)=J:h(x,L)dx para 0<z<L.

Es facil de obtener los teoremas 1-3 equivalentes en
tiempo continuo.

Teorema 17 Si h(0, y) es una funcion estrictamente
concava de y y f(y) no estd concentrada en un Unico
punto, Dp (0)>D,*(0).

INNOVAR

Prueba: Por la regla de Leibnitz,
D, (2)=], h@ ) (& vy D/(z)=h(2 L)

Por tanto, por la desigualdad de Jensen (Lema)
D, (0)=; h(0, y)f (v)dy=ER(0. )
(0. £())=h(0, 1)=D,0),

El teorema 1" prueba que la pendiente de la depre-
ciacion acumulada utilizando el método de deprecia-
cién Probabilistico inicialmente excede la misma bajo
el método Deterministico. Por conveniencia, para de-
mostrar los teoremas 2” y 3” asumimos que A(x, y) es
a la vez una funcion continuamente diferenciable de
x. Por tanto, las condiciones discretas de que h,; son
funciones no crecientes de i para un j dado pueden ser
remplazadas por la condicion

oh (x, y) <0
dc

Teorema 2°y 3": Si h(x, y) es a la vez una funcion conti-
nuamente diferenciable de x con o (x, y)/ox <0,

(i) D (z) es una funcion concava de z
(it) D (z) es una funcion concava de z

Prueba:
D, (=)= h(z y)f (v)dvy
D)= mh(e ) () j‘”a”(z 2 ¢ (y)oy <0

La funcion D ‘(z) < 0 es suficiente para garantizar la
concavidad de D (z).

Dd'(z)z h(z L)
(i) ah(z L,

D, (z)=——

Los teoremas 1’ - 3 muestran que para activos que se
deprecian continuamente las trayectorias de la depre-
ciacion acumulada siguen el mismo patrén general
como en el caso discreto.
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Apéndice 3
Curvas de mortalidad del equipo fisico

Edwin Kurtz’? estudio las caracteristicas de vida de 52
tipos de propiedad fisica incluyendo los sistemas de
suministro de agua, los cables telefénicos, equipos de
interruptores y postes, lamparas eléctricas y postes, va-
gones de ferrocarril, locomotoras y traviesas. El ulti-
mo trabajo (1937)"° incluyé datos sobre automoviles
y equipo de agricultura. Kurtz encontré que las cur
vas de mortalidad de estos diversos equipos siguieron
comportamientos similares y podian ser agrupados. Fi-
nalmente, ¢l llegé a siete curvas generales que caracte-
rizaron las particularidades de retiro del equipo bajo
estudio. Los datos para estas curvas son presentados
en la tabla 7, en la que el intervalo de edad, x, es ex
presado como un porcentaje de la vida promedio, la
columna £x presenta un porcentaje de la vida prome-
dio y la columna dx el porcentaje de fallas durante los
intervalos. Kurtz asume que las fallas en un intervalo
ocurren a la mitad del intervalo, mientras en nuestros
analisis hemos asumido que los retiros ocurren al final
de un intervalo.

Si la vida de servicio del activo en consideracion puede
ser caracterizada por uno de los siete tipos de curvas,

los ntimeros en la columna dx pueden ser usados para
proporcionar estimaciones de las p, requeridas por el
método Probabilistico. Por ejemplo, con el tipo de cur-
va IV, asumimos que la vida promedio es diez afios e
interpolamos con los puntos sucesivos para obtener es-
timaciones sobre las probabilidades de falla al final del
afio, mas que a mediados. Esto genera los valores de d,
y I presentados en la tabla 8.

Alternativamente, podemos utilizar la distribucion
Poisson para proporcionar una aproximacion a estas
curvas de mortalidad. Continuando nuestro ejemplo,
consideremos una distribucion de la vida de servicio
Poisson con una media de diez afos. Los valores de p,
y también de s, -la probabilidad de que el activo esté
aun en servicio al comienzo del afio- son presentados
en la tabla 8.

TABLA 7
Intervalos de Tipos
Edad 1 11 11 V4 |4 VI VIl

X £x dx £x dx £x dx £x dx £x dx £x dx £x dx
0-10 100,0 0,0 100,0 0,0 100,0 0,0 100,0 0,0 100,0 0,5 100,0 1,4 100,0 1,6
10-20 100,0 0,0 100,0 0,0 100,0 0,0 100,0 0,5 99,5 1,0 98,6 1,2 98,4 1,8
20- 30 100,0 0,0 100,0 0,0 100,0 0,3 99,5 1,2 98,5 1,4 97,4 1,9 96,6 2,4
30- 40 100,0 0,0 100,0 0,0 99,7 0,9 98,3 1,4 97,1 1,9 95,5 2,3 94,2 3,1
40- 50 100,0 0,0 100,0 0,6 98.8 1,8 96,9 2,4 95,2 3,0 93,2 3,5 91,1 5,6
50- 60 100,0 0,0 99,4 2,1 97 3 94,5 39 92,2 6,1 89,7 7,0 85,5 6,9
60- 70 100,0 2,4 97,3 4,1 94 5,7 90,6 7,7 86,1 8,5 82,7 8,7 78,6 8,0
70- 80 97,6 4,5 93,2 7,8 88,3 10,3 82,9 11,5 77,6 10 74 9,0 70,6 7,6
80- 90 93,1 11,1 85,4 15,3 78 14,1 71,4 11,5 67,6 9,8 65 8,8 63,0 7,5
90-100 82,0 27,0 70,1 19,1 63,9 13,9 59,9 10,7 57,8 8,8 56,2 7,7 55,5 7,2
100-110 55,0 35,5 51,0 19,5 50,0 13,8 49,2 10,7 49,0 9,4 48,5 8,5 48,3 7,3
110-120 19,5 16,5 31,5 16,5 36,2 13,2 38,5 10,3 39,6 8,6 40,0 7,6 41,0 7,0
120-130 3,0 3,0 15,0 9,0 23,0 10,4 28,2 9,7 31,0 8,5 32,4 7,6 34,0 7,6
130-140 0,0 0,0 6,0 4,6 12,6 6,3 18,5 7,4 22,5 6,8 24,8 6,7 26,4 5,6
140-150 1,4 1,4 6,3 3,7 11,1 4,7 15,7 5,6 18,1 5,0 20,8 4,9
150-160 0,0 0,0 2,6 2,2 6,4 2,8 10,1 4,0 13,1 39 15,9 4.4
160-170 0,4 0,4 3,6 1,9 6,1 2,4 9,2 32 11,5 3,6
170-180 0,0 0,0 1,7 1,7 3,7 2.4 6,0 2,5 7,9 2,4
180-190 0,0 0,0 1,3 1,3 3,5 1,7 5,5 2,4
190-200 0,0 0,0 1,8 1,3 3,1 1,3
200-210 0,5 0,5 1,8 1,3
210-220 0,0 0,0 0,5 0,5
220-230 0,0 0,0

® Kurtz, Life expectancy of physical equipment.

10 Kurtz, The science of valuation and depreciation.



Tabla 8
; Curva Tipo IV Poisson
di li pi i

1 0,0025 1,0000 0,000 1,000
2 0,0085 0,9975 0,001 1,000
3 0,0130 0,9890 0,005 0,999
4 0,0190 0,9760 0,015 0,994
5 0,0315 0,9570 0,034 0,979
6 0,0580 0,9255 0,061 0,945
7 0,0960 0,8675 0,091 0,884
8 0,1150 0,7715 0,117 0,793
9 0,1110 0,6565 0,132 0,676
10 0,1070 0,5455 0,132 0,544
11 0,1050 0,4385 0,119 0,413
12 0,1000 0,3335 0,097 0,294
13 0,0855 0,2335 0,073 0,197
14 0,0605 0,1480 0,050 0,124
15 0,0375 0,0875 0,032 0,074
16 0,0235 0,0500 0,019 0,041
17 0,0180 0,0265 0,011 0,022
18 0,0085 0,0085 0,006 0,011
19 0,0000 0,0000 0,003 0,005
20 0,0000 0,0000 0,001 0,002

Comparando [, con s, vemos que el ajuste es en efecto
excelente, con una desviacién maxima entre las dos
curvas menor a .04. Aplicando la prueba de Kolmogo-
rov-Smirnov'!, tal desviacion esta dentro del 95% del
intervalo de confianza de la distribucion (Poisson) ted-
rica para tamafios de muestra aproximadamente hasta

de 1.200".

INNOVAR

" paul G. Hoel, Introduction to Mathematical Statistics, Third Edition, (John Wiley and Sons, Inc., 1962) pp. 345-349.

12| os datos para el tipo de curva IV son un promedio de los datos de diversos equipos, puesto que es dificil obtener una estimacién
del tamafio muestral real utilizado al derivar la curva.
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